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解的一个充分条件,这个充分条件是要求粘性系数 µ ,初始密度 ρ0 和初始能量
之间满足某一数量关系.从这一数量关系可以推出或者粘性系数 µ足够大、或































Doctoral Dissertation of Xiamen University
The Solvability to the Compressible Isentropic
Navier-Stokes Equations
ABSTRACT
It’s well known that the Navier-Stokes equations is the model describing the mo-
tion of fluids. The research of compressible fluids has the important theory signifi-
cance and strong application value. This article is mainly concerned with the local
existence of classical solutions with density-dependent viscosity coefficients, and the
global existence of classical solutions with general initial data to the three-dimensional
(3D) compressible isentropic Navier-Stokes equations.
In Chapter 2, we prove the local existence of classical solutions to the 3D Navier-
Stokes equations with density-dependent viscosity coefficients (µ(ρ), λ(ρ)) and vac-
uum. In the proofs, the linearity method and nonlinearity elliptic system theory
are used. We need delicate analysis and precise calculations due to the density-
dependence of viscosities.
Secondly, we prove the global existence of classical solutions to the 3D Navier-
Stokes equations with constant viscosity coefficients and general initial data contained
vacuum. The authors in [1] obtained the global existence of classical solutions with
vacuum provided the initial energy small suitably. Using the framework of [1], we
give a sufficient condition about the global existence of classical solutions to the 3D
compressible isentropic Navier-Stokes equations with general initial data and vacuum.
This condition requires the viscosity coefficient µ, the initial density ρ0 and the initial
energy satisfying some numerical relation, from which we can deduce the global clas-
sical solutions exist when the initial energy suitably small or the viscosity coefficient
µ large enough or the upper bound of initial density small suitably (1 < γ < 3/2).
Meanwhile, we give the proof of the uniqueness of classical solutions. At last, we also
prove the global existence of classical solutions with general initial data to the case
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流体力学研究的前沿热点问题．自从 leray [2]经典结果出现后,不可压 Navier-
Stokes方程得到了充分的研究,出现了许多重要的结果,见 [3–18]等等. 对于可
压情况, 自从 Kazhikov和 Shelukhin的经典结果出现后 ( [19] ), 对于一维可压
Navier-Stokes方程的整体解理论研究,已得到深入、系统的研究,主要问题已基
本得到解决,结果见 [20–31]以及相关的参考文献．对于高维可压 Navier-Stokes




(或 Feireisl [39]),他证明了当绝热指标 γ 适当大时,三维可压 Navier-Stokes方程
的初 (边)值问题存在整体的有限能量弱解 (或称重整化弱解)；该结果是 Lions
获得 1998年 Fields奖的代表性工作之一．江松和张平 [40]对球对称情形证明
了绝热指标大于 1时整体弱解的存在性．对于整体强解的研究, Matsumura和
Nishida [41] 1980年首次得到了高维可压 Navier-Stokes方程的整体解存在性,证
明了非真空平衡态附近的小扰动初值问题整体光滑解的存在唯一性；此后 Hoff





















识知道, Navier-Stokes方程的系数是依赖温度的 ( [56] ),对于等熵流体来说,可
导出粘性依赖密度 ( [57] ). 由于粘性系数依赖于密度的可压等熵 Navier-Stokes
方程在海洋物理中的重要应用,以及它与浅水波方程的密切联系,对粘性系数依
赖密度的 Navier-Stokes程组的研究受到关注．对于一个粘性系数依赖于密度(
λ = λ(ρ) )的可压等熵 Navier-Stokes方程, Kazhikov和 Vaigant [58]对二维可压
缩 Navier-Stokes方程在矩形区域的边值问题,证明了不含真空时整体强解的存
在唯一性．最近,酒全森,王益和辛周平 [59],黄祥娣和李竞 [60, 61]推广了这个
结果.此外,还有了许多的重要结果,见文献 [62–69]及相关参考文献．两个粘性
系数都依赖于密度的结果很少,对于带有 Korteweg剪切张量或附加的二次摩擦
项的 Navier-Stokes方程, Bresch等人在文章 ([70–72])中证明了全局弱解的存在
性,条件是 µ(ρ)和 λ(ρ)满足下面的关系式:
λ(ρ) = 2(ρµ′(ρ)− µ(ρ)). (1.1.1)
Mellet和 Vasseur在 [73]中的结果告诉我们一个这样的事实： Korteweg剪切张
量或附加二次摩擦项不是熵弱解紧性证明的必要条件．郭真华等人在 [74]中
对粘性系数做如 (1.1.1)假设,他们证明了三维可压等熵 Navier-Stokes方程径向
对称解全局存在性．非物理性条件 (1.1.1)是一个技术性条件,如果 µ(ρ)和 λ(ρ)
满足满足这个条件,那么可以推出一个所谓的 “BD-熵”．这个 “BD-熵”不等式
在文献 [70–74]的分析过程中起到了重要的作用．不含真空时, Kawashita [75]
证明了在初值 Hs ( s = [n/2] + 1 n是维数)模小的条件下Cauchy问题的局部以
及整体强解的存在性.
本文第三章主要研究粘性系数依赖于密度的三维含真空可压等熵 Navier-


















熵 Navier-Stokes方程ρt + div(ρu) = 0,(ρu)t + div(ρu⊗ u)− µ△u− (µ+ λ)∇divu+∇P = 0, (1.1.3)
整体古典解的存在唯一性．本文在一般初值条件下证明了当粘性系数 µ、初始
密度以及初始能量之间满足一定的数量关系时, (1.1.4)存在整体古典解,从这一
数量关系可以推出或者粘性系数 µ足够大、或者密度上界充分小( 1 < γ < 3/2
),或者初始能量适当小时, Navier-Stokes方程的整体古典解存在唯一.
同时在这一章最后部分给出了一个粘性系数是密度函数( µ = const., λ =






R3 表示 3维欧氏空间,其中 R表示实数集,记 x = (x1, x2, x3) ∈ R3.



































∇· 当“ ·”取数量函数时,如 u = u(x),则 ∇u = ( ∂x1u, . . . , ∂xNu )
当“ ·”取向量函数时,如 u = (ui(x))N×1,则 ∇u = (∂xjui)N×N .










∇2 表示二阶偏导,或记为 ∂xi∂xj ,有时可以简单记为 ∂i∂j.
u⊗ v 表示 u = (u1, u2, u3)与 v = (v1, v2, v3)的张量积 (uivj)3×3.
Ck0 (Ω) 表示集合
{























u | Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m,其中 Dαu表示 u
的弱偏导数, α = (α1, . . . , αN )表示多重指标
}
.




Lp(I,X) I = (a, b),或记 Lp(a, b;X),
表示集合
{






<∞( 1 ≤ p <∞)或








W k,p(I,Ω) 表示集合 { u | u ∈ Lp(I,X); d
ju
dtj















C(I, X) C(I, X) = C0(I, X) = {f : I → X; f 在 I 的每个点上连续
且有界}.
当 Ω是有界域或者 Ω = R3时,用如下方式表示标准的齐次和非齐次 Sobolev空
间： 
Lq = Lq(Ω), Dk,q = {u ∈ L1loc(Ω)| ∥∇ku∥Lq <∞},
W k,q = Lq ∩Dk,q, Hk = W k,2, Dk = Dk,2,
D1 = {u ∈ L6| ∥∇u∥L2 <∞}, ∥u∥Dk,q = ∥∇ku∥Lq .
以及当 Ω是有界域时,
H10 = {u ∈ H1| u = 0 on ∂Ω}.
§ 1.3 基本不等式
下面我们给出本文所需要的一些不等式.
引理 1.1: (i)如果 1 ≤ p <∞, a ≥ 0, b ≥ 0,则
(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).
(ii)如果 0 < p < 1, a ≥ 0, b ≥ 0,则存在仅依赖于 p的的常数 C,满足
(a+ b)p ≤ C(p)(ap + bp).
引理 1.2: (Young不等式)设a > 0, b > 0, p > 1, q > 1,且 1p +
1








特别地,当 p = q = 2时,上述不等式称为 Cauchy不等式.
引理 1.3: (带 ε的Young不等式)设 a > 0, b > 0, p > 1, q > 1,且 1p +
1





























引理 1.4: (Hölder 不等式) 设 p > 1, q > 1, 且 1p +
1
q = 1. 若 f ∈ L
p(R3),
g ∈ Lq(R3),则有 fg ∈ L1(R3),且∫
R3
fgdx ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq .
特别地,当 p = q = 2时,它变为∫
R3
fgdx ≤ ∥f∥L2∥g∥L2.







∥f∥Lr ≤ ∥f∥θLp∥f∥1−θLq , 对 f ∈ L
p ∩ Lq(R3). (1.3.1)
引理 1.6: (Gagliardo-Nirenberg 不等式 [77, 78]) 对于 p ∈ [2, 6], q ∈ (1,∞) 和
r ∈ (3,∞), 存在一个正常数 C, 它依赖于 p, q 和 r, 使得对任意的 f ∈ H1 和
g ∈ Lq ∩D1,r(R3)有下面不等式成立
∥f∥Lp ≤ C∥f∥(6−p)/(2p)L2 ∥∇f∥
(3p−6)/(2p)
L2 , (1.3.2)
∥g∥L∞ ≤ C∥g∥q(r−3)/(3r+q(r−3))Lq ∥∇g∥
3r/(3r+q(r−3))
Lr . (1.3.3)
引理 1.7: (Gronwall不等式 [79])令 η(·)为 [0, T ]上的非负绝对连续函数,且对a.e.
t ∈ [0, T ]满足
η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t),













引理 1.8: (Korn不等式 [80] )设 Ω是 R3中具有光滑边界的有界域.假设 µ, λ满
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